
                                            PARCIJALNE DIFERENCIJALNE  JEDNAČINE 
 
 
 

1.  Odrediti Košijevo rešenje parcijalne diferencijalne jednačine : 
 
                                                             022 =++ zyzqpy  
 
koje zadovoljava uslov :  x – y = 0    i    x – yz = 1 
 
 

 

Rešenje: 
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  da prebacimo na drugu stranu! 

 
22 zyzqpy −=+               Sada pravimo sistem d.j. u simetričnom obliku 
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Dakle , prvi prvi integral je  yz=1ψ  
 
 
 
 
Nañimo sada drugi prvi integral: 
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2

3

3
c

y
yzx +=                  I odavde izrazimo  konstantu     
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Dobili smo i drugi prvi integral:     
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Rešenja su :   yz=1ψ          i         
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Da li su rešenja dobra? 
 
 
Moramo ispitati njihovu nezavisnost!  Odnosno mora da važi: 
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Rešenja su dobra, idemo dalje..... 
 
 
Dalje rešavamo Košijev zadatak       x – y = 0    i    x – yz = 1 
 
Šta ovde treba uraditi? 
 

Naš poso je da  koristeći rešenja yz=1ψ    i   
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yzx −=ψ   i uslove  x – y = 0    i    x – yz = 1, eliminišemo 

nepoznate  i nañemo vezu izmeñu rešenja. 
 

Kako je  x – yz = 1    i   yz=1ψ   to je     11 =−ψx   pa je     11 +=ψx  

 

Kako je  x – y = 0     to je   x = y = 11 +ψ  
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Dakle našli smo vezu izmeñu rešenja i eliminisali nepoznate  x,y i z  

 



Ovo malo prisredimo i vratimo prave vrednosti  yz=1ψ , 
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                                    013 333 =++− zyyxyz    i evo konačnog rešenja 
 
 
 
 
 
2.   Odrediti Košijevo rešenje parcijalne diferencijalne jednačine : 
 
                                                         22 yxxqyp +=+  
 
koje zadovoljava uslov :   x = 1  i  z = 1 + 2y +3 y2 
 
 
Rešenje: 
 

22 yxxqyp +=+         preñimo u simetrični sistem   
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==        Odavde izaberemo prva dva člana jednakosti         
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∫∫ = ydyxdx           Pa je  *
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x2 = y2 + 2 c1*    obeležimo sada  2 c1*    sa c1   onda  je    x2 = y2 + c1   to jest  
 
prvi prvi integral je  22

1 yxc −=   odnosno       22

1 yx −=ψ   

 

Nañimo sada drugi prvi integral: 

 

Poñimo od početne jednakosti 
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   skratimo imenioce     d(xy)=dz , ovo integralimo i  dobijamo 

 
xy = z + c2  pa je    drugi prvi integral   zxy −=2ψ  

 
 
Dakle:   22

1 yx −=ψ    zxy −=2ψ     su prvi integrali, proverimo njihovu nezavisnost 
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Dalje rešavamo Košijev zadatak   x = 1  i  z = 1 + 2y +3 y2 

 
 
Najpre u oba rešenja zamenimo x = 1: 
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1 1 y−=ψ    i   zy −=2ψ    odavde   je   2

11 y=−ψ   to jest 11 ψ−=y   i   zy =− 2ψ  

 
Dalje ovo menjamo u   
 
z = 1 + 2y +3 y2 
 

2ψ−y = 1 + 2y + 3 )1( 1ψ−    malo prisredimo...  
 

3 1ψ 2ψ− - 4 = y 
 

3 1ψ 2ψ− - 4 = 11 ψ−     ovde sada menjamo rešenja  22

1 yx −=ψ    zxy −=2ψ  umesto 1ψ   i  2ψ  
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                   konačno rešenje je  z = 4- 3x
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3.   Odrediti opšte rešenje parcijalne diferencijalne jednačine : 
 
                                                               xp + yq = z – xy  
 
 

Rešenje: 
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)( 2 ycxz −=    i odavde izrazimo  konstantu  
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yc +=2   , pa je dakle: 

drugi prvi integral  
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z
y +=2ψ  

 

Proverimo nezavisnost rešenja: 
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   Očigledno važi! 

 

 

 

Dakle:                       prvi prvi integral    
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                            drugi prvi integral  
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Važno :  Kad nañemo prve integrale opšte rešenje se može zapisati u obliku F( 1ψ , 2ψ )=0 
 

Dakle, u našem slučaju bi bilo        F(
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Još važi da ako z ulazi samo u jedan od prvih integrala, opšte rešenje se može zapisati u obliku: 
  
 

      =1ψ f( 2ψ )  ako se z javlja u 1ψ      i 

 

2ψ  = f( 1ψ ) ako se z javlja u 2ψ  

 

 

U našem slučaju z se javlja u  2ψ   pa bi rešenje mogli zapisati kao: 
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4. Naći  onu integralnu površ parcijalne diferencijalne jednačine : 
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koja prolazi kroz kružnicu x2 + y2= 16  za  z = 3 
 

Rešenje: 
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xyzxqyzp 2−=+   prelazimo u sistem 
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Vratimo se sada u početni sistem 
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2ψ = x2 + y2 + z2  je drugi prvi integral 
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Da nañemo integralnu krivu koja prolazi kroz  kružnicu x2 + y2= 16  za  z = 3 
 

Zamenimo ove vrednosti u     2ψ = x2 + y2 + z2    pa je   25916316 2

2 =+=+=ψ , zaključujemo: 
 
   x2 + y2 + z2 = 25          je tražena integralna kriva, a ovo je sfera (centralna) sa poluprečnikom r = 5 
 

 

 

 

5. Nañi opšte rešenje parcijalne jednačine : 
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Rešenje: 
 
Najpre preñimo u sistem: 
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                                            zyx 321 ++=ψ    je prvi prvi integral 
 
 



Vratimo se na početni sistem: 
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2ψ = x2 + y2 + z2   je drugi prvi integral 
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Gde je f proizvoljna integrabilna funkcija. 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


